
 
 دراسة لصيغ واستقرارية الحل

 لبعض المعادلات التف اضلية الكسرية
 

 

 رسالة مقدمة من قبل

  صهيب طلال حسن الرمضاني
 

 إلى

 

 مجلس كلية التربية في جامعة الموصل 

 وهي متطلب جزئي لنيل درجة الماجستير في علوم

 

 الرياضيات
 

 بإشراف

 الأستاذ المساعد الدكتور

 جوزيف غانم عبد الأحد
 

 م2006هـ                                                              1427



 

 

 

     
 

 

 يذكرون الله قياماً وقعوداً وعلى جنوبهم  الذين

والأرض ربنا ما  تيتفكرون في خلق السماواو

    حانا ف َـقـقـنـنا عذاا النارهذا باطلاً تخلق
 


 





 إقرار المشرف
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 نيء دلتى  اصجتةشيل ام د  م  اليجضيجف .
 

 : التوقيع                                          
 بد الأحدأ. م. د. جوزيف غانم ع:  المشرف                                          

  200:    /   /    التاريخ                                          
 إقرار المقوم اللغوي

الم ةادت  التاالةةلي   دراسة  ليةةيا واسةتقراري  الحةض لةةب  أشأهد بأن  هأال  الةأجاى  اص ةأأ صى   
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 : التوقيع                                         
 محمد عادض محمد: المقوم اللغوي                                          
  200:     /    /    التاريخ                                         

 إقرار رئيس لجن  الدراسا  ال ليا
 بنج ً  د ى  اش جيجف  اصقدصى ص  قبء  اصشلف   اصق م  ا ح ي ألشا هال  الةجاى ا صنجقشى .

 
 : التوقيع         

 أ. م. د. جوزيف غانم عبد الأحد : الدكتور                                         
  200:      /   /    التاريخ                                         

 إقرار رئيس القسم
ص  قبء  اصشلف   اصق م  ا ح ي  لئيس اتنى  ادل ةجف  ال يج ألشا ينج ً  د ى  اش جيجف  اصقدصى 

 هال  الةجاى ا صنجقشى .
 

 : التوقيع                                         
  أ. م. د. رعد نوري بطرس:  الدكتور                                         

   200:    /    /    التاريخ                                         



 إقرار لجنة المناقشة
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 شكر وتقدير
 

 

 الحمد لله أولاً وآخراً.          

أتقدم بوافر الشكر والتقدير إلى الدكتور جوزيف غانم عبد الأحد           

وأتمنى له دوام الموفقيةة   سيرةهته الملميةة     ,لإشرافه على هذه الرسالة

 والمملية.

أتقدم بالشكر إلى رئاسة قيرم الرياضيات   كلية التربية وإلى كافة كما 

 التدرييريين المنتيربين إليه.

كما لا أنيرى وفائي واستناني لوالديّ المزيزين ولجميع أسرتي على           

 دعمهم الميرتمر وتشجيمهم لي   حياتي الملمية والمملية.

 ء.لذا أتقدم لهم بجزيل الشكر والثنا          

 

 

 الباحث

 



 

 

 

 

 

 الملخص

 

 

 
تناولنااا  ااه اااسا الدرااالل يغاراال لعاالات اااف المةااايسر ال  ا االلال ال  ااد ل           

 لالخطلال بمةاملار ثاب ل , بنوعلاها الم جان ال ويلااد الم جان ال , ثار تطدلناا لعالا 

 اف منظومل مةايسر ت ا للال ك د ل خطلال بمةاملار ثاب ل.

  ا االلال ال  ااد ل راالوح الااوم المةااايسر التناولااا الدرااالل ً داااة يغاراال            

الخطلال الم جان ال بمةااملار ثاب ال اع مااياة علاي العالات الم   عالل , كماا تناولاا 

يغاراال اراا يداغ ل بةااا المةااايسر ال  ا االلال ال  ااد ل الخطلااال بمةاااملار م  لاااد  

 داالا ة عاام المةااايسر ال  ا االلال ال  ااد ل يلاااد الخطلااال بةااع تيد  همااا  لااي مةااايسر 

 ةاملار ثاب ل .ت ا للال ك د ل خطلال بم
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 المقدمة
 

 

 

 البند الأول : نبذة تأريخية :

 
 

         

زياء ـيـفيي اليي  إن العديد من النماذج الرياضياتية التي تصف الكثير من الظواهر الطبيعية          

 ,تياضيياية وميين كتيية   ييرية -والهندسية وييرهييا تكييون معيياضلي تياضيياية ةو تكامايية ةو تكاماييية

,  [Mainardi 1997]  هـذا المـوضــوع ةنظــر مثـــلا العـديـــد مـن الـدكاســاي حـولوهنــاك 

[Scalas2000] ,[Berlowitz 2002] ,[ Logvinova 2004], [Meerschaert 2006] . 

         

تحديد     ولح اب حاول هذه المعاضلي سواءً بالطرق التحاياية ةو بالطرق العدضية لبد من         

اس ـيـالقي   رائقـيـية مين طـيـاـمخت  واعـيـةن , والتيي ت تحصي  مين بعض الشروط البتدائية لاحي 

                          ة.ــة والعمايــريبيـالتج

   ةو إجيييراء مييين ةءطييياء ناتجييية لييين  يييياس النتيييائ  التجريبيييية وإن هيييذه الطرائيييق ل تخاييي          

         مهميييييا  يييييان اييييي يراً فيييييي الشيييييروط   (Disturbance), وإن ةي تشيييييوي  لايهيييييا الح ييييياباي

           و ييد يكييون هييذا الت يييير جوهريييا إلييي   , المعاضليية ييييضي إلييي ت يييير فييي سيياوك حيي  البتدائييية

 اً.ـريبيــاً تقـواي يـرة ول حتـاهـالظ فالحد الذي يجع  الح  ل يص

              يييير مييين ال ييياوك المرييييوبليييذلإ فيييسن ضكاسييية الشيييروط التيييي ل ت يييم  لاحايييول بييي ن ت       

                 فييييي  مييييل ت ييييير الشييييروط البتدائييييية تكييييون بال يييية اعهمييييية لنييييد ضكاسيييية التطبيقيييياي العماييييية

            , ومييييين المعايييييول ةن المجيييييال التياضييييياية  - ةو التكامايييييية ةو التكامايييييية لامعييييياضلي التياضييييياية

ة ــيـراكيـــة الستقـــريــبنظ يــــا ي مـــم يرجل يالباً إلي  لرياضياتي الذي يهتم بهذا الموضوعا

(Stability theory) . 

                     وهكيييييييذا فيييييييسن العدييييييييد مييييييين الدكاسييييييياي تناولييييييي  المعييييييياضلي التياضييييييياية الك يييييييرية      

بيـــيـ  ةنظــيـر لايي سة.ــة الخطيـرييـــة الك ـــاضايـــاضلي التيــوص المعــ  الخصــي وجــولا

          [Bassam 1965],[Diethelm 2001],[Diethelm 2003].المثــــال 
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المعاضلييية التياضييياية الك يييرية الخطيييية ذاي المعييياملاي المت ييييرة  ]1989مرجيييان [لقيييد ضكس     

 بالصي ة :

i
)1i(

)in(
n

0i
i

C)a(y

البتدائيةالشروطمل

10)x(fy)x(p













 

 

                                                , وبرهن بعض المبرهناي المتعاقة بوجوض ووحدانية الح . ضوال م تمرة x(pi(حيث 

               اي ة ح  المعاضلة التياضاية الك رية الخطية التالية : [Barrett 1954] ما ةلطي     

                                 

 

ii
i CyCy

bxa,)x(hyy









ط اعبتدائي                  مل  الشر  

 

 

 لاس.ــلب يلاـويـدال تحــة باستخــس الصي ــي نيــإل [Loverro 2004]  ــوتوا  

  إن العماييين اعءيييرين وةلمييال ةءيير  مشييابهة تظهيير جميعهييا العلا يية الو يقيية بييين اييي  حيي      

   المعروفيييية بداليييية ثابتيييية مييييل الدالييييةالعيييياملاي مال المعيييياضلي التياضيييياية الك ييييرية الخطييييية ذاي

[Mittag-Leffler]. 

   ةنظيير مييثلاً  , وضكسيي  سيياو ها  [Mittag - Leffler]ضاليية   إن ضكاسيياي  ثيييرة تناوليي و  

[Corenflo  2002] , [ Corenflo 2001] , [ Corenflo 1994]   ن هيذه الدكاسيايليذا فيس  

  ذاي المعييياملاي   ي التياضيياية الك ييرية الخطيييةتعطييي المجييال لدكاسيية سيياوك حايييول المعيياضل

 .الثابتة

الخطيية  ولاي اعيد آءر فقد اتج  باحثون آءرون إلي ضكاسة المعياضلي التياضياية الك يرية     

 .[Diethelm 2003]تحوياها إلي منظومة من المعاضلي التياضاية الك رية ةنظر   بعد

        لك ييييرية تقتطييييي تطييييويراً لمييييياهيم التياضيييي إن ضكاسيييية منظوميييية المعيييياضلي التياضيييياية ا   

         الطبيعيية تقتطييي تطيييوير , وإن العديييد ميين التطبيقيياي فيييي والتكاميي  فييي اليطيياءاي التجاهيييية

               (gradiant)النحييييييداك  التجاهييييييية  هييييييذه المييييييياهيم فطييييييلاً ليييييين المييييييي راي التياضيييييياية

      دء  فيييي نمذجييية معظيييم الم يييائ  فييييتيييالتيييي و , (curl) موالتيييدوي (divergeace)والتشيييت  

                                                                                                 [Meeschaert  2004]      ,   [Hartley 1999]    الجريييان والنتشيياك وييرهييا ةنظيير

[ Meeschaert   2005  b] , [ Meeschaert   2005  a]    . 
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   تعاريف ومبرهنات الثاني:البند 

 

 في هذا البند سوف نقدل بعض التعاكيف والمبرهناي التي نحتاج اليها في لمانا .

 

 

 1.1  :    تعريف

 تعرف  الآتي  , فسن ضالة  اما ويرمز لها بالرمز  0إذا  ان   

  



0

x1 dxex    

 0: إن ضالة  اما موجوضة لك   يمة  (1) ملاحظة
  

  صي ةبال 0تعريف ضالة  اما لندما  ويوسل

 
 

 
1nn,zn,

i

n
1n

oi






 







 

 يير الموجبة فقط . الصحيحة اعلداضلذلإ فسن ضالة  اما يير معرفة لند 

 

  : 1.2تعريف 

,0إذا  ان       فتعرف ضالة بيتا بالشك 

    dxx1x,
1

1

0

1     

ضالة بيتا لندما  : ويوسل تعريف (2) ملاحظة   صي ةسالبة بال  ةو

 
   
 


 ,  

 اعلداض الحقيقية .لذلإ فسن ضالة بيتا   معرفة لاي جميل 

 
 

 : 1.3تعريف 

 

b,a(Lf,0(إذا  ان    عرف التكام  من الرتبة ي   بالشك 

 
 

 
 









b

a

1b

a
dttf

tb
tfI  
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 : 1.4تعريف 

 

0nةا ر لدض احي  موجة بحييث ةن  nو ان   0  إذا  ان   التكامي عيرف ن 

 بالشك   من الرتبة 

 
bx

n
x

a

n
x

b

a
)t(fIDtfI













  

حييييث ةن 
n

n
n
x

dx

d
D    كيييون ت, بشيييرط ةن tfID

x

a

n 
)1n(ومشيييتقاتها حتيييي الرتبييية    

haxوجييوضة لاييي اليتييرة م    0حيييثh  ميين الرتبييةوةن المشييتقة)n(  موجييوضة لنييد

bx  . 

 

 : 1.5تعريف 

 

 لشك  با عرف المي ر التياضاي من الرتبة ي  0إذا  ان  

 tfI)x(fD
x

a
x

   

 
 : 1.1مبرهنة 

 

10لتكن    فسن 

إذا  ان   -1 b,aLf   فسنfI ي . ض. ة موجوض 

 م تمرة .  fIم تمرة فسن  fإذا  ان   -2

 

 : 1.2مبرهنة 

 

و ان   1 إذا  ان  ]b,a[Lf   فسنfI  بصوكة مطاقة م تمرة. 

 

 

 : 1.3مبرهنة 

 

إذا  ان   1,R,ax   فسن 

 
 

 
 










































Nn,n,
0

Nn,n,
1

ax

1

at
I
x

a
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 سوف ن تخدل الرموز التالية

  )x(fD...DDfDf

)x(fDfI)x(f

nالمرايمن

n)(n

x

a










 

 

ةن يت او  المي ران ً   ليس شرطا :( 3)ملاحظة 
  nn D,D  فح ية المبرهنية لاي ضالة ميا

 نلاحظ ةن : (1.3)

 

5.15.01

5.05.05.05.05.05.05.0

x5.1xD

00IxIIxDD








 

 

 : 1.4مبرهنة 

 

b,a(Lf(لتكن    ,0,0    فسن المتطابقة 

  IfII  
 تتحقق 

 1اً إذا  ان  ـــــضائم -1

 1ا  ان  ذض . ي . إ -2

 

 

 :  1.5مبرهنة 

b,a(Lf(إذا  ان   0إذا  ان     فسن المتطابقة 

ffID 
                               

ض. ي . لاي اليترة    تتحقق b,a. 

  

 

 : 1.6مبرهنة 

إذا  ان  
 znوةنn1n  

fIiو ان   
موجوضة وم تمرة بصوكة مطاقة لاي اليترة   b,a فسن 

 

RCiيوجد  -1    بحيث ةن  ,i
i

a

a
CfI 

 

2- fI 
b,a([LfI([ض. ي. وةن    موجوضة  
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تحقق العلا ة                             ت -3










n

1i

i

i
)1i(

)ax(
CffDI 

 

لاي اليترة ي .  ض . b,a   إذا  ان   )b,a(Lf  . 

وضائمـــا لاي اليترة  b,a   إذا  ان])b,a([Cf  . 

 

 

 1.7 : مبرهنة 

 

و0إذا  ان      ًو لدضا معقدا b,aLf  فسن 

المت ا اة 





0n

nn fI   ض . ي . لاي اليترة   البانتظومتقاكبة بصوكة مطاقة[a,b]  . 

 

 : 1.6تعريف 

 

 لتكن  

(*))y,x(fy   

 

وليكن منظومة من المعاضلي التياضاية  y,x,xy o )*( حلا لامعاضلة . 

حييييي  ال يقيييييال ةن ( 1 y,x,xy oم تقر)stable( لكxx o     إذا  يييييان لكييييي

  0يوجد0   بحيث ةن  إذا  يان o
*

o
* y,x,xy  امعاضليةلحيلا آءير )*( 

ويحقق المتباينة      o
*

o xyxy  فيجة ةن يحقق المتباينة 

    o
* xx,xyxy   

يقيييال ةن الحييي    (2  y,x,xy oو يييان ةي حييي  يييية إذا  يييان م يييتقراً م يييتقر بصيييوكة محاذ      

آءر  o
*

o
* y,x,xy   لامعاضلة )*( يحقق المتباينة     o

*
o xyxy  يجة ةن يحقق

 العلا ة

     x,0xyxy *
 

 :  1.7تعريف 

 

 ويرمز لها بالرمز  Eلاي المجمولة  gمن كتبة الدالة  fيقال ةن الدالة 

    Ex,)x(gxf O  

0Cإذا وجد    ل يعتمد لايx  بحيث ةن 

    Ex,xgCxf   
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 : 1.8تعريف 

 

axلنيدما  gذاي كتبة ةلاي )في الصي ر ( مين كتبية الدالية  fيقال ةن الدالة    ويرميز

 لها بالرمز

   )x(gxf o                 ,     ax   

إذا وجدي ضالة  x  بحيث ةن 

     xgxxf   

 وةن 

  0x                   ,   ax   

 

 :1.9 تعريف 

 

 التي لناارها ةلداض معقدة نعرف النظيم nفطاء المتجهاي ذاي البعد   Vليكن 
V

لايي  .

 بالشك    Vاليطاء 

 i
ni1V

uMaxu


  

 هي القيمة المطاقة للألداض المعقدة . .وةن الدالة  uالمتج    بايري مه iuحيث 

 

 

 :  1.10تعريف 

 

التيي لناايرها ةليداض معقيدة نعيرف النظييم  nفطياء المصييوفاي المربعية ذاي البعيد  Mليكن 

M
 بالشك   Mلاي اليطاء  .

 ij

nj1

ni1M
aMaxA




  

 هي القيمة المطاقة للألداض المعقدة . .وةن الدالة  Aهي لناار المصيوفة  ijaحيث 

 

 : 1.11تعريف 

نعييرف النظيييم  Iالمعرفيية لاييي اليتييرة المقيييدة فطيياء الييدوال  Fليييكن 
F

  Fلاييي اليطيياء  .

 بالشك 

  
i

Ix
F

xfsupf


  

حيث 
i

 . fهو النظيم المعرف لاي مد  الدالة  .
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 :  1.12تعريف 

 

 ةي ةن ةنها يير منيرضة إذا  ان محدضها ل ي اوي ايراً  Aيقال  لامصيوفة المربعة 

0)Adet(   

 

 : 1.13تعريف 

 

إذا وجدي مصيوفة يير منيرضة  ( Similar)متشابهتان  وABيقال ةن المصيوفتين المربعتين  

P   بحيث ةن 
1PAPB   

 

 : 1.14تعريف 

 

 (Characteristic polynomial)الممييزة  متعيدضة الحيدوضة مربعية , تعيرف مصييوف Aليتكن 

 بالشك   A مصيوفةلا

  )AIdet(f   

 هي المصيوفة المحايدة . Iحيث 

: إن الداليية ( 4)ملاحظيية  f  هييي متعييدضة حييدوض لامت ييير  ا تمتاييإ لييذn  فييي  ميين الجييذوك

 . Aوت مي هذه الجذوك بالجذوك المميزة لامصيوفة  اعلداض المعقدة
 

 : 1.15تعريف 

 

بالمعامتين  (Mittag-leffler)تعرف ضالة   لاي الم توي المعقد بالشك   ,





 




0k

k

, z,R,0,
)k(

z
)z(E C 

 

 :  1.8مبرهنة 

 

12nإذا  ان    ,,......   المربعية هي الجذوك المميزة لامصييوفةA   و اني ,i  , مختايية

 بحيث ةن Tفسن  يوجد مصيوفة 

































n

2

1

1

..........00

.

.

.

.

.

.

0..........0

0..........0

ATT  

 متشابهتان(. Aن والمصيوفة)ةي ةن المصيوفة في الطرف اعيم
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 المقدمة                   الأول الفصل

 

 : 1.9مبرهنة 

إذا  ان   xλi فسنهيا تكيون م يتمرة وإذا   الم يتمرة المربعية مصييوفةدالة الهي القيم المميزة لا

 مصيوفة مربعة يير منيرضة بحيث ةن  A  ان 

A)x(A    

 فسن مختاية  Aلامصيوفة  iλالمميزة  القيمو ان  

  ii λxλ       ,     x  

oxaإيجاض  نمكاوهذا يعني ةن بالإ   بحيث ةن xλi ة لك  تكون مختايoxx  . 

 

 

  Gorenflo]   رــــيـةنظاي ـــيـوالمبرهناكيف ـــيـفيميا يخيا التع:  (5) ةــيـملاحظـ 

2001] 

[Struble 1974 ] , [Nikolsky  1985]    , [Oldham 1974]    

[Barrett1954]  ,[Coddington & Levinson  1955] . 

                         
 

 

 

 الثالث : هدف الرسالة ومحتوياتهاالبند 
 

 

 تهدف هذه الرسالة إلي ضكاسة اي  وساوك حاول بعض المعاضلي التياضاية الك رية.          

إذ تناولنييا فييي اليصيي  اعول مقدميية ليين الموضييوع مييل بعييض التعيياكيف والمبرهنيياي المهميية 

تياضيياية الك ييرية الخطييية لادكاسيية,  ييم ةلطينييا فييي اليصيي  الثيياني اييي ا ً لحاييول المعيياضلي ال

 ةبمعاملاي  ابتة , بنوليها المتجان ة ويير المتجان ة بشروط ابتدائية مختاية , فطلا ً لن ايي 

 ح  منظومة المعاضلي التياضاية الك رية الخطية.

المعييياضلي ال يييابقة التمييياضا ً لايييي الصيييي   ولوفيييي اليصييي  الثاليييث ضكسييينا سييياوك حاييي           

ية الخطييية يصيي  الثيياني , ييم ضكسيينا اسييتقراكية المعيياضلي التياضيياية الك ييرالم تحصيياة  فييي ال

لن المعاضلي التياضاية الك رية يير الخطية بعد تقريبهما إلي معاضلي بمعاملاي مت يرة فطلاً 

 اي .ـيـستنتاجاي والتواال رابلتطمن اليص  الو ,تياضاية   رية ءطية بمعاملاي  ابتة
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 الفصل الثاني

 

 

 الخطية الكسرية لمعادلات التفاضلية حلول اغ صي

 

 
 مقدمة :
لمعيياضلي التياضيياية الك ييرية الخطييية ذاي ا حاييولفييي هييذا اليصيي  سييوف نعطييي اييي           

 . عينةالتي تحقق شروطا ابتدائية موالمعاملاي الثابتة 

معيياملاي ذاي المنظوميية المعيياضلي التياضيياية الك ييرية الخطييية الحيي  ل ةاييي طي  ييم سيينعوميين 

 .  الثابتة

 

 

 المعادلات التفاضلية الكسرية الخطية المتجانسة حلولالبند الأول: صيغ   

 

لحاييول بعييض المعيياضلي التياضيياية الخطييية  ختايييةاييي ا م ييتنت  فييي هييذا البنييد سييوف ن           

 معينة. ابتدائية الك رية المتجان ة التي تحقق شروطا

 التياضاية الك رية الخطية التالية : لامعاضلة الح  سنبدة بسلطاء اي ة

n1n0,0ya
n

0i

i)(
i 




                                  (2.1) 

 مل الشروط البتدائية 

nj1,b)a(y j
j)( 

                                                    (2.2) 

 التالي بالشك  Dخدال المي ر باست  (2.1)  تابة المعاضلة نعيد

0yDa
n

0i

i
i 












                                                                                (2.3) 

 التالي بالشك  (2.3) يمكن  تابة المعاضلة  (1.7) تعريفح ة ال

0yIDa n
n

0i

in

i 






 





                                                                             (2.4) 

0yIDa n
n

0i

in
i 







 




                                                                          (2.5) 

i   إذا  ان n1  i التالية هي جذوك متعدضة الحدوض 

  



n

1

n
n xaxP

i

i
i  

 . متعدضاي الحدوض التي تكون جذوكها مختايةالرسالة سنتناول ي هذه ف: ( 1) ملاحظة
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 صيغ الحل                      الفصل الثاني 

 

 
 بالشك  (2.5)لامعاضلة  يمكن  تابة الطرف اعي ر 

 

                                                                    (2.6) 

 

الخطييية ذاي المعيياملاي الثابتيية ولرتيية اييحيحة حيي  المعيياضلي التياضيياية  وح يية اييي 

  نحص  لاي ةن




 
n

1i

)x(
i

n ieCyI                                                                    (2.7) 

بالمي ر  (2.7) وبالت  ير لاي طرفي المعاضلة 
nD  ينت   (1.5)وح ة المبرهنة 

   
  


















n

1i 0j

nj
j
ii

n

1i

axn
i

1nj

ax
CeDCy i                        (2.8) 

 

 . (2.2)ومل الشروط البتدائية  (2.1) لامعاضلة التياضايةوهي اي ة الح  

 

 عاضلة التياضاية الك رية ملااي ة الح   [Barrett 1954]ةلطي لقد           

 0yy )( C               n1n0,                      (2.9)  

 ةط البتدائيومل الشر

 n  i1b(a)y i
i 

                                           (2.10) 

  

 مكافئةً  لاصي ة

 
  






































0j

i)1j(
i

n

1i
i

0j

j
i

n

1i

i
i

)1i)1j((

)ax(
b

1j

ax
Dby     (2.11) 

 

10و حالة ءااة لندما   فسن 

 
 













0j

1j
j

j

ax
Cy                                                                   (2.12) 

R,0الآن إذا  ان     نعرف الدالة ف 
)ax(

,e 
 الآتي  















0j

j
j)ax(

,
)1j(

)ax(
e                                                             (2.13) 

 فسن  0ولندما 

)ax(
o,

)ax( ee 



                                                                                  (2.14) 

 

 

  0yID n
i

n

1i
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 صيغ الحل                      الفصل الثاني 

 
 

 ت ءذ الصي ة (2.12)لذا فسن 
 ax1)ax(

1, eCDCey 



                                              (2.15) 

 

 

 التياضاية الك رية الخطية التالية :سنعطي الآن اي ا لحاول المعاضلي 





 i

n

0i

)(
1i a,0ya i C                                               (2.16) 

 ةن        إذ

    n1n,,0,0a,1a n1iio11n    

 بالشك  التالي Dعاضلة باستخدال المي ر سنعيد  تابة الم

0yDaD
1n

0i
1i

in 

















                                                                (2.17) 

nIلاي الطرفين بالمي ر ولند الت  ير 


  نحص  لاي  

o

1n

0i
1i yyDaDI inn 


















                                                         (2.18) 

b,a([Cyo([ةن  إذ  بعييد ت  يـــــــــــييـر  والييذي يتلاشييي اطييرف اعي ييرل هييو الجييزء المييتمم

nD


 فسن  (1.6)الآن ح ة المبرهنة  ,لاي 

o

1n

0i
1i yyIa1 in 















                                                                  (2.19) 









1n

0i
1io yIayy in                                                                     (2.20) 

 نحص  لايمن المراي   kالطرف إلي نيس في  yلن  اعيمن الطرف وبسلاضة تعويض

  















 



















k

0m

1k
1n

0i

n
1io

m
1n

0i
1i

m
yIayIa1y iin               (2.21) 

 

 

 بالشك  (multinomial) دضة الحدوضعتويمكن فإ المي ر التكاماي باستخدال اي ة م

 



























































n

1i
i

n

1i

1ini

iin

mk

k
k
i

n

1in21

m
1̀n

0i
1i Ia

k.,,.........k,k
m

Ia
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 صيغ الحل                      الفصل الثاني 

 

 

 ةن  إذ

!k!......k!k

!m
k,...,k,k

m

n21n21








  

 وبما ةن 

1in1nn0    

 ينت  ةن 

     






n

1i
1nni1nn

n

1i
ini mkk  

 المت ا اة فسن  (1.7)وح ة المبرهنة 

 











0m
o

m
1n

0i
1i

m y]Ia[)1( in  

 متقاكبة بانتظال وةن 

  

0yIalim

k
1n

0i
1i

k

in 
















 

 

 kيتلاشي لندما  (2.21)ن تنت  مما سبق ةن الحد الثاني لاطرف اعيمن في 
 

 لذلإ فسن

  









 










0m
o

m
1n

0i
1i

m
yIa1y in                                                   (2.22) 

 الآن إذا  ان  الشروط البتدائية هي 

j
)j(

b)a(y n 


                                                 (2.23) 

 ذ الصي ة :ت ء x(yo(فسن 

 





n

1j

j
jo

naxb)x(y                 (2.24) 

0anوإذا  ان    ,0b,1 nn1n   فعند تعويض الدالةy   (2.16)فيي المعاضلية 

 سيظهر لدينا الحد 

)1nn

1

nn

n

1

nn
(

)ax(
ba

)(

)ax(
bDa

1nnn

1n
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 صيغ الحل                      الفصل الثاني 

 

  

1n1nولندما تكون      فمن الواض  ةن الحد النات  يير م تمر لند النقطيةax  ,

عن  (2.16)سيالبة سيييضي إليي ليدل تحقيق المعاضلية  إن ظهوك هذا الحد وحدوض ةءر  ذاي  يو 

مما يعني ةن ةي تر يية ءطيي لهيا لين   ما ةنها تشك  ضوال م تقاة ءطياً لدض هذه الحدوض منتهي, 

0bةي ةن يتلاشي إل إذا  ان  جمييل معاملاتهيا ةايياكاً ,  j    لكيnj1     وهيذه الحالية

0yتمث  الح  التاف    . 

حيدوضاً ذاي  يو   oy ييجة ةن ل تحو (2.16)ضاية المعاضلة التيا yلذا فلأج  ةن تحقق الدالة 

0bسيييالبة , وإذا  انييي   j    لكيييnj1   0يجييية ةن يكيييون لنيييدهاa1    وةن يكيييون

inni   0لندماa 1i  (2.1)لة وهي نيس المعاض .  

in,0aهييي ةلاييي كتبيية بحيييث ةن  iفيمييا لييدا ذلييإ, إذا  انيي   ni1i   

 يجة ةن يكون  (2.16)حلا ً لامعاضلة  yفاكي يكون 

ij0b j   

inniولندما    0يجة ةن تكونbi  . 

بصي تها العامة والحصول لايي ايي  ةوسيل لاحي  سيوف نحتياج إليي  (2.16) سة المعاضلة اكولد

فيي  [Diethelm & Ford 2001]ت يير المي راي التياضاية , وسينعتمد فيي ذليإ لايي اسياوب 

 التعام  مل الرتة الن بية,  م سنوسل اعساوب إلي نوع معين من الرتة يير الن بية .

 

  -نسبية:الالرتب  أولا / 

 تابتها ب ب ط  ن طريقتنعيم الرتة الن بية للاي  [Diethelm & Ford 2001] ةساوبيعتمد 

 مقاوبي  و لييكن  M اوكة  م إيجاض المطيالف المشيترك اعاي ر لامقامياي
M

1
 يم  تابية       

الرتة بالشك  


 i
i

i
M

 ةلداض احيحة موجبة . iحيث   

 إلي الشك   (2.16)الآن سنحول الرتة في المي ر التياضاي لامعاضلة 

 

 
0yDa

n

0i
1i

i 











                                                                         (2.25) 

 

ةن يت ياو  الميي ران  ليس شرطاً  في اليص  اعولو ما اشرنا 
iD  و

 iD    لايي ضالية ميا

 لذا سوف نحدض اليرق بينهما فيما بعد.

 جذوك متعدضة الحدوض iلتكن  

   





n

0i
1iN

ixaxP  

 

nNمن الواض  ةن ضكجة متعدضة الحدوض هي    نيرض ةن الجذوك ,i .مختاية 
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  : بالشك  (2.25)لامعاضلة  يمكن الآن إلاضة  تابة المي ر التياضاي

 

 

  0yD i

N

1i









 


                                                                           (2.26) 

 

nIالطرفين بالمي ر وبالت  ير لاي 


 ينت   

 

 

  oi

N

1i
yyI1 








 


                                                                         (2.27) 

  

nDتمث  الجزء المحذوف من الطرف اعي ر بعد الت  ير لاي  بالمي ر  oy حيث ةن


   .  

  

)I1(المبرهنة التالية تعطي اي ة  لمعكوس المي ر التكاماي . 

 

 : 2.1 مبرهنة

 

b,a([Cf([اذا  ان     فسن معكوس المي ر  I1  لايf  هو 

  




 
0n

nn1
II1                                                                      (2.29) 

 

 : البرهان

 

  1IIII1
0n 0n

)1n(1nnn

0n

nn 







  















 

  ذلإ

 

 

  1III1I
0n 0n

)1n(1nnn

0n

nn 
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  : 2.2مبرهنة 

 

b,a[(Cf[(إذا  ان     فسن 

   




















N

1i

1

ii

1

i

N

1i
I1CI1                                                  (2.30) 

 ةنإذ 

 ji

N

ij

1j

N
i

iC










 

 -رهان:الب

 من المعاول ةن

    1

in

N

0i

1

i

N

1i
I1I1




















  

 سنبدة من المطروبين اعءيرين

 

    
















 












0m

mm
1

0n

nn
2

1

1

1

2 III1I1  

                                  
 

 









0n 0m

mnn
2

m
1 I  

mnkرتة المتشابهة نيرض ةنولجمل معاملاي ال  فنحص  لاي ةن 

     1

1

1

2 I1I1
   




















0k

k
k

0i

ik
2

i
1 I  

12وبما ةن    يمكن استخدال المتطابقة 

    







 




k

0i

iki1k1k yxyxyx   

 ةي ةن

yx

yx
yx

1k1kk

0i

iki











                 , yx   

 إذن

    











 k

0k 21

1k
2

1k
1

1

1

1

2 II1I1  
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0k

kk
2

12

2

0k

kk
1

21

1
1

1

1

2 III1I1  

 

                                    
 

 
 

  1

2

21

2
1

1

21

1 I1I1
 









  

 

 ةنالطرب واستخدال  اعساوب ني   ينت  بعماية وبالستمراك 

   























N

1i

1

ii

1

in

1N

0i
I1CI1  

 بالمعكوس (2.27)ي المعاضلة الآن بطرب طرف

1
N

1i
in )I1(






 








  نحص  لاي ةن 

o

N

1i 0k

kk
ii yICy 








  








                                                                  (2.31) 

 

اية لاشيروط الناتجية لين نيوع الميي راي التياضي  oyإن اي ة الدالية اعءييرة تعتميد لايي الدالية 

 الشروط البتدائية  الآتي: من مي رايالبتدائية ويمكن تمييز نولين 

 

 ذاي الصي ة :الشروط البتدائية  -:النوع الاول 

1Nj1,b]y[D

b]y[D

1jax
)(j1

1ax
1











                                 (2.32) 

 الصي ة oyحيث ت ءذ 

 
 

 









N

1j

1j

jo
j

ax
by          (2.33) 

 حيث ةن 

MjM,abb k1k

n

ki
1ijj  


  

  صي ة ال yوت ءذ الدالة 

 







N

1i

ax
i

1 ieCDy                                                                       (2.34) 

 إذن




 
N

1i
j

1j
ii bC                                  ,  Nj1   



 18 

 صيغ الحل                      الفصل الثاني 

 

 

  ذاي الصي ة الشروط البتدائية  -: النوع الثاني

 

 

1Nj1,
)1i(

)ax(
byD

bay

ax

i1j

0i
i

)(j

0


























                   (2.35) 

  الصي ة الآتية oyت ءذ حيث

 

 
 













1N

0j

j

jo
1j

ax
by                      (2.36) 

 حيث ةن 

k1k

n

ki
1ijj j,abb  


  

 الصي ة الآتية yوت ءذ الدالة

 






N

1i

ax
i

ieCy                                                                                (2.37) 

 إذن





N

1i
j

j
ii bC              ,  1Nj0   

 . ibولاي الثواب  الءتياكية  iتعتمد لاي القيم المميزة  iCلحظ ةن الثواب  

 -: اشروط البتدائيةوهناك حالتان ءااتان مهمتان ل 

 

nDاللتياضية الناتجة لن معكوس المي ر  شروطال - ة


 وهي 

  

  j
j bay 

                , 1nj1                                                  (2.38) 

 صي ةال oyوت ءذ  لاهما يقب  الق مة لاي  j,nلحظ ةن  

 

 
 












1n

1j n

j

jo
1j

ax
by

n

                                                                   (2.39) 

 

  الصي ة الآتية : yوت ءذ

 ax
N

1i
i

ieCy





                                                                                (2.40) 
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 -الصحيحة : شروطال - ب

 

  j
j baD                ,   1nj0                                                    (2.41) 

 

إن هيييذه الرتييية ميييييدة جيييدا مييين الناحيييية العمايييية , إذ ي يييه  إلطا هيييا معييياني فيزياويييية و يييد 

  بالصي ة : المي ر التياضاي الك ري ليطم هذه الشروط  [Caputo 1967]ـنّح 

 

  






 
 










!j

)ax(
byDyTyD

j1n

0j
j1n                                         (2.42) 

yTإذ ةن  1n  1(هي متعدضة حدوض تايار إلي الرتبةn(   لادالةy  ةي ةن ,)a(yb )j(
j  . 

 لاي التوالي  oy,yوهذه اي  

 








1n

0j

j

jo
!j

ax
by                            (2.43) 

 






N

1i

ax
i

ieCy                                                                                 (2.44) 

 .لاشروط الإبتدائية ين ) ة , ب ( يمكن تصنييهما ضمن  لا النولين ) اعول والثاني(إن الحالت

وبعييد ةن ةنشيي نا اييي ة لداليية تييتلاءل مييل الشييروط البتدائييية جميعهييا سييوف نعطييي اليييرق بييين 

 المعاضلتين الناتجتين لن المي رين 















n

0i
1i

iDa       ,    
 














n

0i
1i

iDa  

 

 , لحظ ةن  المنعّـم يختاف لن اعااي فقط مل الشروط من النوع اعوللمي ر إن ا

 

 
yDa

n

0i
1i

j














     











 










N

1j

ax

j
1

n

0i
1i

ji
eCDDa  

 ( فسن2.9وح ة اي ة ح  المعاضلة )
x1x1 eDeDD 





    

 فسنلذا   

  
 

yDa
n

0i
1i

j














    )ax(1
n

0i
1i

N

1j
j

ji
eDDaC




















   

                               
 ax1

N

1j

n

0i
j1ij

ji eDaC





 


  








                       (2.45) 
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تمث  جذوكا لمتعدضة الحدوض i وبما ةن xPn  فسن 

 
0yDa

n

0i
1i

i 











  

تحي  الميي راي iالتي كتبتها ا   من  yإن اليرق هو تلاشي الحدوض في 
)(iD


, وهيذا  يد  

iDمل المي ر ثل يحد


حتي مل ث ما  د ل يحد 
)(iD


 الثاني .الشروط من النوع حالة في  

, لييذا البنييد القيياضل  اشييروط البتدائييية الييذي سيينلاحظ فائدتيي  فيييفييي ضكاسييتنا سيينعتمد النييوع الثيياني ل

الناتجة لن النوع الثاني من   (2.37)في الصي ة yالتي تحققها الدالة  التياضاية سندكس المعاضلة

 الشروط البتدائية 

 

 














 
















 N

1j

ax

j

n

0i
1i

n

0i
1i

jii eCDayDa  

                      

                        
 ax

N

1j

n

0i
1ij

ji eDaC



 


  








  

                   

                         
  

 
 



















 

















1i
ji

i

0k

ax

j
i

k
k
j

n

1i
1i

N

1j
j e

1)k(

ax
aC  

 

هيي جيذوك لمتعيدضة الحيدوض   jوبميا ةن  xPn  فيسن الجيزء الثياني يتلاشيي و ميا فيي الطيرف

 ينت  : (2.45)اعيمن لامعاضلة 

 

 
  

 
  
 
























 N

1j

n

1i

1

0k i

k
k
j1ij

n

0i
1i

i i

i

1)k(

ax
aCyDa          (2.46) 

 

 .( 1.3)  برهنةالصحيحة ال البة تتلاشي ح ة الموان الحدوض الناتجة ذاي الدكجة 

 ت ءذ الصي ة N   من اع قو ذاي ال yما ةن حدوض ب

 










1N

0k

k

k
)1k(

)ax(
b  
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وبما ةن 



N

1i

k
iik Cb   بالشك : (2.46)لذا يمكن إلاضة اياية الطرف اعيمن لامعاضلة- 

  

 










 




1i i

0k i

k
k
j

n

1i
1i

N

1j
j

1)k(

ax
aC  

                                                
  

 










 






N

1j

k
jj

1

0k i

kn

1i
1i C

1)k(

ax
a

i i

 

 

                                                
  

 
 














n

1j

1

0k i

k

k1i

i i

1)k(

ax
ba  

 

 تح  المي ر اعااي هي  yةي ةن المعاضلة التياضاية التي تحققها 

 xByDa
n

0i
1i

i 











                                                                       (2.47) 

 حيث ةن

 














n

0i

1

0k i

)k(

k1i

i i

)1)k((

)ax(
ba)x(B                (2.48) 

 

1iaمن الطرفين ولزل معاملاي   x(B(الآن بطرح     ينت 

 

 
  










 



















n

0i

1

0j

j

j1i 0
1j

ax
byDa

i

i                                               (2.49)  

 

iرف الآن الميييي راي التياضييياية المح ييينةـّ سنعييي
*D


 (2.35)تحييي  الشيييروط  (2.16)لامعاضلييية  

 بالشك 

 
 
 

















 








1

0j

j

j*

i
ii

1j

ax
byDyD                                                (2.50) 

 

 باستخدال المي راي الجديدة نحص  لاي ةن(2.47) وبسلاضة اياية المعاضلة 

0yDa
n

0i
*1i

i 











                                                                             (2.51) 
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iالطريقة ني ها نعّرف المي راي المح نة ب
*D


 بالشك  (2.32) تح  الشروط (2.16)لامعاضلة  

 

 
 
 

















 








1

0i

j

j
1

*

j

ii

1j

ax
bDyDyD                                        (2.52) 

 

لمعاضليية الخطييية اهييو حيي   y( إن 2.16بالصييي ة المحّ يينة لامعاضليية ) (2.51)سن ييمي المعاضليية  

 فهو حالة ءااة منها .  (2.16)ةما ح  المعاضلة  (2.51)المتجان ة 

 

 -ثانيا / الرتب غير النسبية :

                       بحييييييث تكيييييون ةليييييداضا ييييييير ن يييييبية ووجيييييد ليييييدض ييييييير ن يييييبي  iإذا  انييييي  الرتييييية 

i  مطالياي لاعدض  فيمكن  تابة الرتةi  بالشك 

 ii     ,  
 Zi                                                                        (2.53) 

 

 سوف نتناول هذا النوع من الرتة يير الن بية .

                        يمكيييييين إليييييياضة  يييييي  الخطييييييواي فييييييي حاليييييية اعلييييييداض يييييييير الن ييييييبية مييييييل ملاحظيييييية ةن 

              الحييييالتين ناض يييييير الن ييييبية ل تتطييييمالءييييتلاف بييييين الحييييالتين هييييو فقييييط ةن حاليييية اعلييييد

 الخااتين لاشروط البتدائية 

 

  j
j bay                  ,       1nj0   

 

  j
j

bay n 


           ,        nj1   

 

              لييييذا ليييين ل يمكيييين ةن تكييييون مطييييالياي لاعييييدض يييييير الن ييييبي  jعن اعلييييداض الصييييحيحة 

 نتطرق إلي هاتين الحالتين  .

 ة ـــاضلــ  المعــح  (2.52)و  (2.50)سوف نعتمد المعاضلي في الصي  المح نة وهي الصي تان 

 يــلا (2.35)و  (2.32)ة ـــروط البتدائيـ( مل الش (2.53)رط ــالش i)لندما تحقق (2.51)

التوالي .
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 -البند الثاني: صيغ حلول المعادلات التفاضلية الكسرية الخطية غير المتجانسة:
 

نيد ال يابق ولكين في هذا البند سنعطي اي ة الح  لامعاضلي التياضياية الك يرية الميذ وكة فيي الب

 بالصي ة يير المتجان ة 

  بالمعاضلة التياضاية الك رية التالية و ما في البند ال ابق سنبدة 

 


 
n

0i

i
i xfya             ,   n1n0                                    (2.54) 

 مل الشروط البتدائية

  j
j bay 

                  ,    nj1                                                  (2.55) 

 سوف ن تخدل نيس اعساوب ال ابق

 xfyDa
n

0i

i
i 












 

  xfyIDa n
n

0i

in
i 








 




    

    xfID n
i

n

1i









 


 

هي جذوك متعدضة الحدوض  iحيث 



n

0i

in
ixa .ونيرض ةنها مختاية 

الخطيية ذاي المعياملاي الثابتية ولرتية ايحيحة نحصي  فح ة ايي  حي  المعياضلي التياضياية 

 لاي 

     






 
x

a

n

1i

tx
i

n

1i

ax
i

n dttfeCeCyI ii                                    (2.56) 

حيث                                                               

 ji

n

ij

1j

n
i

iC










 

بت ير الشروط البتدائيية بينميا  رفقط ول تت   iتعتمد لاي  iCهو ةن  iCو iCإن اليرق بين 

iC  تعتمد لايi واب  الءتياكية ولاي الثjb . 

وبالت  ير لاي الطرفين بالمي ر 
nD  ينت 

     






 
x

a

n

1i

tx
i

n
x

n

1i

ax
i

n dttfeCDeCDy ii                        (2.57) 

  (2.55) مل الشروط (2.54)المعاضلة هي اي ة ح  
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 اي ا لحاول المعاضلي الك رية الخطية يير المتجان ة مل المي ر المحّ ـنسنعطي الآن 

  

 xfyDa
n

0i
*1i

i 











                                                                        (2.58) 

b,a[(Cf[(حيث    0وةنa1   ,1a 1n  الرتة ,وi  يمكن  تابتها  بالشك 

 ii     ,  
 R    ,  0,Z ii   

 . 1ليس لها لام  مشترك لدا العدض  iو 

nIلمي ر با (2.58)نبدة بالت  ير لاي طرفي المعاضلة 


 ينت  

fIyyIa nin
o

n

0i
1i






 








                        (2.59) 

nهو الجزء المحذوف بعد ت  ير  0yحيث 
*D


 ويعتمد لاي نوع الشروط البتدائية . 

هي جذوك متعدضة  الحدوض  iلتكن   





n

1i

N
1in

ixaxP  فسن 

  fIyyI1 n
oi

N

1i













                               (2.60) 

وبالت  ير لاي طرفي المعاضلة بالمعكوس 
1

i

N

1i
I1





 







  ينت   (2.2)و ح ة مبرهنة 

    










 
N

1i 0k

kk
ii

N

1i
o

1

ii tfICIyI1Cy n  

         dttfeCIyI1C
x

a

N

1i

tx
i

1
N

1i
o

1

ii
in 










                       (2.61) 

 فسن  (2.32)هي  بتدائيةتكون الشروط ال لندما

      tdtfeCIeCDy
x

a

N

1i

tx
i

1
N

1i

ax
i

1 ini 












                          (2.62) 

 فسن الح  يكون بالشك   (2.35)هي البتدائية ةما لندما تكون الشروط 

     













x

a

N

1i

tx
i

1
N

1i

ax
i dttfeCIeCy ini                                  (2.63) 
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 :  2.1مثال 

 لإيجاض ح  المعاضلة التياضاية الك رية الخطية يير المتجان ة

 
    )xsin(y2yy 5.05.02     

 

 مل الشروط الإبتدائية 

 

1)0(y,0)0(y )5.0(   

 

 نجد ةول ح  المعاضلة المتجان ة 

 

x2
5.02

x
5.01

5.0
*

5.0
*

5.0
*

)5.0(2
*

eCeCy

0y)2D)(1D(

0y]2DD[







 

 

 وح ة الشروط البتدائية فسن

1C2C

0CC

21

21




 

 وبح  المعاضلتين آنياً نجد ةن

  

3

1
C,

3

1
C 21   

 

  لذا يكون ح  المعاضلة المتجان ة بالصي ة  

 

x2
5.0

x
5.0 e

3

1
e

3

1
y   

 

 يكون ح  المعاضلة يير المتجان ة بالصي ة  و

 














 


x

0

)tx(2
5.0

)tx(
5.0

1x2
5.0

x
5.0 dttsin)e2e(Iee

3

1
y  
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 . حل لمنظومة معادلات تفاضلية كسرية خطيةالثالث : صيغة الالبند   
  

           فييي هييذا البنييد سييوف نتنيياول اييي ة الحيي  لمنظوميية ميين المعيياضلي التياضيياية الخطييية          

 بالستياضة من الصي  ال ابقة .

 

 سنبدة بتحوي  المعاضلة التياضاية الخطية 

 xfyDa
n

i

α

*i
i 











0

1  

 

n1n,,0,1a,0aحيييث ةن  1iio1n1    إلييي منظوميية ميين

 .المعاضلي التياضاية الخطية

 

 فنيرض ةن  (2.32)إذا  ان  الشروط البتدائية من النوع  -: ةول

 






















)1N(
N

2

1

yy

.

.

yy

yy

                                                                              (2.65) 

 

 الصي ة لذا فسن منظومة المعاضلي ت ءذ 

 



































1n

0i
1iN

32

21

)x(fyay

.

.

.

yy

yy

1i

                                       (2.66) 
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 هي  (2.66)وإن الصي ة التجاهية المكافئة لامنظومة 

 

 xfyAyDα                                                                                 (2.67) 

 
 

 حيث ةن 























N

2

1

y
.
.
.

y

y

y                             ,      

 





















xf
.
.
.

xf

0
0

  

 

























N321

NN

a..aaa
......
......
......
0..100
0....10

A  ,  

 

1nj0,aa 1j1j 
  

0a i   لدا ذلإ                            

 

 ةما الشرط البتدائي فيعطي بالصي ة التجاهية الآتية :

b)a(y 1 
 

 

فنعييرف) المتجيي  التياضيياي  (2.35) ةمييا إذا  انيي  الشييروط البتدائييية ميين النييوع -:  انيييا

*D  )

                                                                     بالشك 











































)by(D

.

.

.

)by(D

)by(D

yD

NN

22

11

* 

(2.68) 
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 وبذلإ يكون شك  المنظومة هو































1n

1i
1iNN

11

)x(fya)by(D

.

.

.

)by(D

1i

                                         (2.69) 

 ةما الصي ة التجاهية المكافئة فهي 

 

 xfyAyDα
*                                                                                 (2.70)                            

 

 مل الشرط البتدائي

b)a(y    

 

 

 الصي ة ال ابقة إلي ةية منظومة معاضلي من الشك  سلوالآن سن

 

 

 













xfya...yayayD

.

.

.

.

.

.

xfya......yayayD

nNNNNNN
α
n

NN
α

2211

1121211111

                              (2.71) 

 

حيث ةن المي راي 
α
iD  تعتمد لاي نوع الشروط البتدائية 

 فسن  (2.32)( إذا  ان  من الصي ة 1

j
α

j
α
j yDyD    

 فسن  (2.35)( إذا  ان  من الصي ة 2

 jj
α

j
α
j byDyD   

 

 هي  (2.71)تجاهية لامنظومة وبذلإ تكون الصي ة ال

 xfyAyDα
*                                                                                (2.72) 
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 حيث ةن 























Ny
.
.
.
.

y

y

1

            ,             

 

 





















xf
.
.
.
.

xf

xf

N

1

  

 مل نولين من الشروط البتدائية هما 



 b)a(y2

b)a(y1 1





 

 





















NNNN

N

NN

a...aa

.

.

.

.

.

.

a...aa

A

21

11211

              





































NN

22

11

*

yD

.

.

.

yD

yD

D  

 

 

 سنعطي في الجزء اعءير من البند اي ة الح  لامعاضلة التجاهية 

 xfyAyDα
*                                                                              (2.73) 

  وسنقتصر لاي الشرط البتدائي

 

  bay                                                                                                (2.74) 

 

 حيث ةن



















N

2

1

b
.

b

b

b  

 

 بالشك   zهو تحوي  ءطي لمتج  آءر  yلنيرض ةن المتج  

zBy                                                               (2.75) 

NNBحيث   . مصيوفة يير منيرضة 
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 (  ينت (2.73عويض في المعاضلة بالت

 xfzABzBDα
*                                                                  

بطرب طرفي المعاضلة بالمصيوفة 
1B  من الي اك ينت 

 xfBzABBzDα
*

11                           (2.76) 

 

 لتكن 

 ABBE 1  
 فسن

 xfBzEzD 1
*

                                  (2.77) 

 

مشيابهة لامصييوفة  Eمتشابهتان , ليذا سينحاول إيجياض مصييوفة  Eو Aلاحظ ةن المصيوفتين ن

A  لندها سي ه  إيجياض ايي ة   (2.77)يكون من ال هولة ةن نجد اي ة الح  لامعاضلة بحيث ,

 (2.75)ح ة التحوي  (2.72)الح  لامعاضلة 

إذا  ان   iλ  هي القيم المميزة لامصيوفةA  ( 1.8ولنيرض ةنها مختاية , فح ة المبرهنية  )

 بحيث ةن Bيوجد مصيوفة 

 































N

2

1

1

.....00

.

.

.

0.....00

0.....00

ABB =E 

 . (2.77)سنحاول الآن ةن نجد الح  لامعاضلة 

بالمي ر  (2.77)في العاضلة  بالت  ير لاي الطرفين
αI نحص  لاي ةن 

 

zEIfBI)a(zz 1             ,            

























N

1

b

.

.

.

b

)a(z  

 

 من المراي ينت   mفي نيس الطرف  zستمراك بتعويض الطرف اعيمن بدل ًلن وبال

  zEIfI)a(zIEz mm
m

0k

kk 



 







                                             (2.78) 
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 ونص  إلي : اعيمنالحد الثاني في الطرف , يتلاشي  ةمال نهايوبالستمراك بالعماية إلي 

 
  


















0k

1kkk

0k

k

fBIEI)a(zE
1k

ax
z                                     (2.79) 

 مصيوفة  طرية فسن  Eوبما ةن 
























k
n

k
2

k
1

k

.....00

0.....0

0.....0

E  

 

وباستخدال اي  الدوال 
 axλ

α
ie


 نجد ةن  

 
 










































)ax(

)ax(

0k

k
k

N

1

e......0

.

.

.

0......e

1k

ax
E                                               (2.80) 

 

سنرمز لمصيوفة الطرف اعيمن بالرمز 
 ax

αe 
 , وبذلإ تكون اي ة الح  هي  

     dttfBeI)a(zez
x

a

1tx1ax







                         (2.81) 

 

 فسن  (2.75)وح ة التحوي   

   ayBaz 1                           (2.82)               

                

 

 بالصي ة (2.73)لذلإ يكون ح  المعاضلة 

 

       





 
x

a

1tx11ax dttfBBeIbBBezBy                     (2.83) 

 

 

 

 

 



 32 

 صيغ الحل                      الفصل الثاني 

 
 . (2.73)ضلة لحاول المعا (Base)المبرهنة التالية مييدة لند الحاجة إلي تحديد  الدة 

 

 : 2.3مبرهنة 

لتكن  jy  هيN  من  حاول المعاضلة المتجان ة 

yEyDα
*                                                             (2.84) 

]a,(تكون هذه الحاول م تقاة ضائما تقريبا لاي اليترة   م تقاة ءطيا,  ابتدءاً قط إذا  ان  إذا وف

ةي ةن   ay j . م تقاة ءطيا 

 البرهان:

 لنيرض ةن 

                                                      























Ny
.
.
.

y

y

y

1

12

11

1   , ……… , 























NN

N

N

N

y
.
.
.

y

y

y

2

1

                                                        

الآن بسيجاض المحدض لامصيوفة  Ny....yy  و ما ي تي  (2.83)م تييدين من الصي ة  21

 

               ay......ayaydetBdetedetBdety.....yydet N21
1ax

N21  


                        
 

   

   

    































ay.....ay

.

.

.

ay.....ay

ay.....ay

dete

NNN1

2N12

1N11

N

1i

axi  

وبمييا ةن جميييل الييدوال 
 axie


 نقيياط الصييير إل فييي مجموليية مهمايية القييياس ميين  يل ت يياو

]a,(اليتيييييرة  ليييييذا فيييييسن الحايييييولjy  تكيييييون م يييييتقاة ءطييييييا ضائميييييا تقريبيييييا إذا وفقيييييط إذا

 ان   ay j, الآن لنييرض ةن م تقاة ءطيا jy  والتيي تحقيق  (2.84)هيي الحايول لامعاضلية

 الشروط البتدائية 

 

























0

0
0
1

1

.

.

.ay   ,   

























0

1
0

2

.

.

.

.
ay    ,  ……… ,   

























1
0

0

.

.

.

.

ayN  
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 سنرمز لمصيوفة هذه الحاول بالشك 

 Ny.....yyY 21  

 

  NNI

1...00
.
.
.

0...10

0...01

aY 





















  

 

لمجموليية  (Base)لييذا فهييي تشييك   الييدة  (2.3)م ييتقاة ءطيييا ح يية المبرهنيية  jyإن الحاييول 

عن  (2.84)حاييول المعاضليية   ay j   هييي  الييدة لكيي  حيي ay  لحييظ ةن المصيييوفة ,Y 

المتكونة من القالدة  jy  لامعاضلة التياضاية الخطية المتجان ة بالصي ة المصيوفية  هي ح 

EYYDα
*                                                                       (2.85) 

 حيث ةن

 N*N* IYDYD  
                          (2.86) 

 

 وةن

  N*NIaY   

 

 (fundamental matrix solution)بالحييي  المصييييوفي اعساسيييي  Yمصييييوفة فن يييمي ال

 . وي ءذ الشك  (2.73)لامعاضلة 

 

   

 

 

1

ax

ax

1ax B

e0

.

.

.

.

0e

BBBexY

N

1


































 (2.87) 

 

 بالشك   yالآن يمكن إلاضة  تابة الح  

         
x

a

1 dttfatxYIayxY)x(y                                     (2.88) 
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 : 2.2مثال 

 إلي المنظومة الآتية: (2.1)يمكن إلاضة اياية المعاضلة التياضاية الك رية في المثال 

)xsin(yy2y

yy

212

21





 

 بيرض ةن

yy,yy 12  
 

 

 يكون وح ة الصي ة التجاهية 































xsin

0
)x(f,

12

10
A,

y

y
y

2

1
 

 نح ة جذوك متعدضة الحدوض  Aولإيجاض الجذوك المميزة لامصيوفة 

2)1(
12

1
)AI(det 












  

                   )1()2(22   

2و1إن جذكا متعدضة الحدوض هي  12  . 

 

 منظومة هي لذا تكون اي ة الح  لهذه ال

   

   












x

0

tx2
5.0

tx
5.0

1x2
5.0

x
5.02

x

0

tx2
5.0

tx
5.0

1x2
5.0

x
5.01

dt)tsin()e4e(
3

1
Ie

3

2
e

3

1
y

dt)tsin()e2e(
3

1
Ie

3

1
e

3

1
y
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 الفصل الثالث

 
 لمعادلات التفاضلية الكسريةا ولحلاستقرارية 

 

 : مقدمة
  التياضييياية الك يييرية الخطيييية حايييول المعييياضليفيييي هيييذا اليصييي  سيييوف نيييدكس سييياوك           

رية الخطييية بمعيياملاي  ابتيية .  ييم ن ييتخدل هييذه المعيياضلي لتقرييية المعيياضلي التياضيياية الك يي

بعييد ذلييإ نييدكس اسييتقراكية المعيياضلي و مت يييرة , وميين  ييم ضكاسيية اسييتقراكيتها .     بمعيياملاي

التياضاية الك يرية ييير الخطيية بنوليهيا الم يتقاة ذاتيياً  وييير الم يتقاة ذاتييا , بعيد تقريبهيا إليي 

 .بمعاملاي  ابتة معاضلي تياضاية ءطية   رية

       فيييي ايييي تها التجاهيييية الك يييرية ل المعييياضلي التياضيييايةءيييلال هيييذا اليصييي  سيييوف نتعامييي  مييي

10لندما    . 

 

 

 

 : لمعادلات التفاضلية الكسرية الخطيةول احل: سلوك الأولالبند 
 

  الخطية بمعاملات ثابتة الكسرية لمعادلات التفاضليةا ولأولا: سلوك حل

yAyDα
*                                                                 (3.1) 

 xfyAyD* 
            ,     )),a[(Cf                        (3.2) 

 الشرط البتدائي مل

  bay                                                   (3.3) 

 الخطية المتجانسة بمعاملات ثابتة :التفاضلية الكسرية ل المعادلة أ (  سلوك ح

التي سينيرض ةنهيا مختايية,  Aلامصيوفة  iλيعتمد ساوك الح  لهذه المعاضلة لاي القيم المميزة 

هي تر ية ءطيي لايدوال  yفسن    مر بة لاح  (2.88) ( ,2.87وح ة الصي  )
 axλ

α
ie


  ,

من ساوك الدوال  yلذا يتحدض ساوك الح  
 axλ

α
ie


 . 
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             المعمميييييييييية (Mittag-Leffler)طر ييييييييييا لح يييييييييياب ضاليييييييييية  [Gorenflo2001]ةلطييييييييييي 

 zالمت ييريعتمد لايي مو يل ,  ما ةلطي تقريباً لرتبة الدالة باستخدال الحاسبة  αو βبالمعامتين 

 في الم توي المعقد , بالشك :

 
 

 1z

1

, zOez
1

zE

1





 





                                                     (3.5) 

0z   ,                                                                لندما   zarg0 

   1

, zOzE


                                                              (3.6) 

0z   ,                                                                لندما   zarg 

إن هذه الصي  مييدة جدا في ضكاستنا ل اوك الدالة 
xλ
αe  ومشتقاتها والتيي لهيا للا ية و يقية بالدالية

 zE β,α : يمكن إلطائها بالشك 

 
 α,α

k

αk
kxλ

α xλE
αk

x
λe 1
0 1




 




                               (3.7) 

 
 αβ,α

β

k

βαk
kxλ

α
β xλEx

βαk

x
λeD 











  1
0 1

                          (3.8) 

يمكن مباشرةً  تمييز  لا ة ةنواع مختايية ل ياوك الدالية  (3.5),(3.6) بملاحظة الصي  zE , 

  ما ي تي:

 ( ال اوك يير الم تقر:1

  zE β,α    ,   z                             (3.9) 

 في الحالتين

a)      
2

0
π

αzarg             ,       Rβ  

b)            
2

π
αzarg             ,      1β  
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 ال اوك الم تقر بصوكة يير محاذية :2)

   MzE β,α           ,    z                                      (3.10)  

 لندما

 
2

π
αzarg        ,    1β  

 : بصوكة محاذية ال اوك الم تقر 3)

  0zE β,α          ,    z                                (3.11) 

 لندما

a)     


 zarg
2

                ,    Rβ  

b)              
2

zarg


             ,    1β  

إن هذه اعنواع الثلا ة تصف ساوك الدالة  zE , و حالة ءااة 

  x
, exE 




   

حيث ةن    λargzarg  

 ي ءذ  الصي ة (3.1)بما ةن ح  المعاضلة الخطية 

               

 

 

 ayB

eO

.

.

.

.

Oe

BayxYxy 1

ax

ax

N

1
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 هو ح  المعاضلة المصيوفية المتجان ة Yحيث 

AYYDα
*   

  ما ياي (3.1)لمعاضلة اح  مما سبق يمكن تمييز ساوك 

 تحقق المتباينة iλ( ساوك يير م تقر إذا وجدي 1

    
2

0
π

αλarg i   

 تحقق المتباينة iλساوك م تقر إذا  ان  جميل 2) 

  


 iarg
2

 

 تحقق المتباينة iλ( ساوك م تقر بصوكة محاذية إذا  ان  جميل 3

  


 iarg
2

 

 : لات ثابتةمعامبالخطية غير المتجانسة التفاضلية الكسرية  ب( سلوك حل المعادلة

 : 3.1مبرهنة 

 مقيدة و ان  (3.1) إذا  ان  حاول المعاضلة الخطية المتجان ة

    
 axKxf

V
        ax     ,   0K   

 تكون مقيدة ) ةي ةنها م تقرة( . (3.2) فسن حاول المعاضلة

 

 هي (3.2)ضلة بما ةن اي ة الح  لامعاالبرهان : 

         
x

a

1 dttfatxYIayxY)x(y  
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                 فسن           
x

a
VM

1

VMV
dttfatxYIayxYxy 

وبما ةن 
M

)x(Y  0مقيدة , يوجدC   بحيث ةنC)x(Y
M
 

        atICKayCxy
VV

 

                CKayC
V

 

 مقيدة . (3.2)إذن حاول المعاضلة 

 

 : 3.2مبرهنة 

 م تقرة بصوكة محاذية و ان  (3.1)إذا  ان  حاول المعاضلة الخطية المتجان ة 

    
 axKxf      ,     ax     ,   0  

 . يكون  م تقرا ً بصوكة محاذية (3.2)المعاضلة الخطية يير المتجان ة فسن ح  

 

 البرهان:

 فسن (3.1)باعساوب ني   لامبرهنة 

         dttf)atx(yIayxYxy
V

x

a
M

1

VMV   
 

0Cم تقر بصوكة محاذية , يوجد  x(Y(وبما ةن   بحيث   
 )ax(C)x(Y

M
 

      
 atCKIayaxC)x(y

x

aVV
 

                   
 axCKayaxC

V
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 إذن

  0xy
V
        ,     x  

 م تقرة بصوكة محاذية . (3.2)لذا فسن حاول المعاضلة 

 

 اضلية الخطية  بمعاملات متغيرة :تفلمعادلات الاحل ثانيا / استقرارية ال

 yxAyDα
*                                                           (3.12) 

 ط البتدائيمل الشر

  bay                                                                                                (3.13) 

 إذ ةن xA ضالة مصيوفية م تمرة وةن 

  AxA       ,      x  

 مصيوفة  ابتة يير منيرضة لها  يم مميزة مختاية . Aحيث 

 (perturbation function) التشييوي نعييرف ضاليية  (3.12) لدكاسيية سيياوك المعاضليية xB  

 بالشك 

    AxAxB            ,     ax                             (3.14) 

 

من الواض  ةن  xB ضالة م تمرة وةن 

 

 

      بمعييياملاي  ر متجان يييةإليييي معاضلييية ءطيييية ييييي (3.12) ةالخطيييي بسمكاننيييا الآن تحويييي  المعاضلييية

  ابتة بالشك 

 yxByAyD* 
                                          (3.15) 

 

  

  OxB0x 
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 : 3.3مبرهنة 

ضوال يير سالبة م تمرة لاي اليترة  φ,ψ,ρلتكن  ,a  وإذا  ان 

    α
1 axKxψ


                                                (3.16) 

    β2 axKxρ                                              (3.17) 

        tφtψIxρxφ α                            (3.18) 

,,Kةن  إذ  , وةن R,   واب  حقيقية موجبة , وةن 2

 
 




1

1
K1  

 فسن

   βaxCxφ                                                  , 
RC  

 

 البرهان:

بدل لن  (3.18)اعيمن لامتباينة  فلند تعويض الطر tφ  فيي الطيرف اعيمين لينيس المتباينية

 ينت 

            tφtψItρtψIxρxφ αα   

              tρtψItψItρtψIxρ ααα   

وبتكراك التعويض ني   لن  tφ في الطرف اعيمن لامتباينة الناتجة إليn  من المراي ينت 

         ttIttI
1n

n

0i

i







                          (3.19) 

 . nيتلاشي لندما  (3.19)سنثب  ةول ةن الجزء الثاني من المتباينة 
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 ينت  (3.16)ح ة المتباينة 

         tφatKItφtψI
nααnα 

 1                                                 (3.20) 

                                    الدالة المعرفة بالشك  Mلتكن 

 
 

  tφsupxM
x,at

  

م تمرة لاي اليتيرة  φوبما ةن الدالة  x,a   لكيax  ة ني يها فسنهيا تكيون مقييدة لايي اليتير

وهذا يعني ةن الدالة xM   موجوضة لكax  لذا فسن , 

         11 






  nααn

n

α
x

a
axIxMKtφtψI  

                    xMKn
1  

1K0وبما ةن  1   فسن    tφtψI
nα

 . nيتلاشي لندما  

 فسن (3.16),(3.17)وح ة المتباينتين 

         β2

in

0i

αα
1

n

0i

iα atKatIKtρtψI  






 

      
 
 

   ββ
n

i

i

i axCax
β

αβ
KK 




 

0
12

1

1
 

 

                                                                حيث
 
 1

1
K1

K
C

1

2






 

 

 وبهذا تتحقق المبرهنة .
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 (3.15)سندكس الآن ساوك الح  لامعاضلة 

 : 3.4مبرهنة 

 الخطية التياضاية الك رية إذا  ان  حاول المعاضلة

   xyAxyDα
*                                                   (3.21) 

 مقيدة , و ان 

 
 
 






1

ax

C

K
xB

M
               ,     ax                                     (3.22) 

1K0 اب  حقيقي وةن  Kحيث   ,C  (3.15)مناسة , فسن حاول المعاضلية  موجة  اب 

 ) ةي ةنها م تقرة(. مقيدة 

 

 البرهان:

 لصي ةي ءذ ا (3.15)بما ةن ح  المعاضلة 

           
x

a

1 dtytBatxYIayxYxy  

 فسن 

             
x

a
VMM

1

VMV
dttytBatxYIayxYxy  

 بحيث ةن C1يوجد لدض حقيقي موجة  مقيدة (3.21)وبما ةن حاول المعاضلة 

  CxY
M
                           ax   

فيوجد  1Kبما ةن 
ZN بحيث ةن 

N

N
K

1
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 فسن (3.22)وح ة المتباينة 

   
 
 

  dtty
1

tx
I

C

K
CayCxy

V

x

a

1

VV 







  

         
 
 

  dtty
1

tx
I

N

1N
ayC

V

x

a

1

V 







                    (3.23) 

ندلي الآن ةن الدالة  
V

xy  مقيدة بالعدض 
V

ayCN 

1xaنيرض العكس , فيوجد   بحيث ةن 

   
VV

ayCNxy 1  

وبمييا ةن الداليية  xy  م ييتمرة فييسن الداليية 
V

xy  م ييتمرة و بالتييالي تحقييق ءااييية القيميية

2xaالمتوسطة , لذلإ يوجد    بحيث ةن 

   
VV

ayCNxy 2                                                                        (3.24) 

oxaلتكن     ةي ةن  (3.24)هي ةول  يمة تحقق الخااية 

   
VV

ayCNxy                ,    oxxa   

  ينت (3.23)وح ة المتباينة 

     
 
 

  dtty
1

tx
I

N

1N
ayCxyayCN

V

x

a

1
x

aVVoV

o








 

                        
 
 






2

ax
IayCN

N

1N
ayC

11
x

aVV

o

 

 

       
VVV

ay1NCayCxy   

              
V

ayCN  
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 إذن

   
VV

ayCNayCN   

 يير موجوض ةي ةن  oxتنا ض , لذا فسن وهذا 

   
VV

ayCNxy                        ,     ax   

 مقيدة . (3.15)وبهذا تكون حاول المعاضلة 

 

 :3.5مبرهنة 

 إذا  ان  حاول المعاضلة

   xyAxyDα
*                          

   تقرة بصوكة محاذية و ان م

                                                                                         C/KxB
M
 

1K0وةن  مناسييية موجييية   ابييي   Cحييييث     م يييتقرة  (3.15), فيييسن حايييول المعاضلييية

 ة .بصوكة محاذي

 

 البرهان:

 ت ءذ الصي ة (3.15)بما ةن حاول المعاضلة 

             
x

a

1 dttytB1txYIayxYxy  

 فسن

     
VMV

ayxYxy   

                                          
x

a
VMM

1 dttytBatxYI      (3.25) 
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 1C( يوجيد 3.1)   يتقرة بصيوكة محاذيية فح ية الصيي ةم (3.24)وبما ةن حايول المعاضلية 
 بحيث ةن

 
 
 α

ax
CxY

α

M 






1
                                                                       (3.26) 

 بحيث ةن Nفيوجد لدض احي  موجة   1Kوبما ةن  

N

1N
K


  

ندلي ةن الدالة  
V

xy   مقيدة بالعدض 
V

ayCN. 

1xaلنيرض العكس , فيوجد   بحيث ةن 

   
VV1 ayCNxy   

وبما ةن الدالة   xy     م تمرة فسن الدالية 
V

xy    م يتمرة و بالتيالي تحقيق ءاايية القيمية

2xaالمتوسطة لذا يوجد      بحيث ةن 

   
VV2 ayCNxy                                                   (3.27) 

 ةي ةن (3.27)ةول  يمة تحق الخااية  oxلتكن 

    oVV
xxa,ayCNxy   

 ينت  (3.25)وح ة المتباينة 

            

 x

a
VMM

1
x

aVVoV
dttytBatxYIayCxyayCN

o

                                    
 
 

 





 x

o
V

1
x

aV
dtty

1

tx
I

N

1N
CayC

o

    

                                      
 
 






2

ax
IayCN

CN

1N
CayC

11
x

aVV

o
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 ةي ةن

       
VVV

ay1NayCayCN   

               
V

ayCN  

 إذن

   
VV

ayCNayCN   

 يير موجوضة , ةي ةن oxوهذا تنا ض لذا فسن 

   
VV

ayCNxy   

 

ولبرهان ةن  xy   ( نجد ةن3.25, فمن المتباينة )م تقرة بصوكة محاذية 

     













 x

a
V

1

VV
dtty

C

K

)1(

)ax(
CIay

)1(

)ax(
Cxy                                    

   
V

11

V
xyKIIay

)1(

)ax(
C 







       

   
VV

xyKay
)1(

)ax(
C 








 

 إذن

   
VV

ay
)1(

)ax(
Cxy)K1(








 

 فسن k < 1 وبما إن

    ax,axCxy
α




1  

 

م ييتقرة بصييوكة  (3.15)يعنييي ةن حاييول المعاضليية   ابيي  موجيية مناسيية ,وهييذا 1Cحيييث ةن 

 اذية .ـمح
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 لمعادلات التفاضلية غير الخطية .ا البند الثاني :استقرارية حلول

 

 . (autonomous)لمعادلات التفاضلية غير الخطية المستقلة ذاتيا   ا حلول : استقراريةأولا

 تناول المعاضلة التياضاية يير الخطية الم تقاة ذاتياً من الصي ة:سن

   )x(yfxyDα
*                                                  (3.28) 

]a,(لاي اليترة  ضالة م تمرة y)x(حيث   , 

 ضلة لند الحاول الشاذة .سنتطرق في البداية إلي استقراكية المعاو

 ةي ةن (3.28)حلا شاذا لامعاضلة  y*ليكن 

    0)x(yfxyD *** 
 

, نعيرف ضالية الييرق  (3.28)آءر لامعاضلية حلا   yمصيوفة  ابتة يير منيرضة , وليكن  Aلتكن 

*f  :  بالشك 

     )x(y)x(yA)x(yf)x(yf **                                                (3.29) 

 بحيث Aفسذا ةمكن اءتياك المصيوفة 

 
0


V*

V*

yy yy

yf
lim

*

                                                                            (3.30) 

 بالصي ة : (3.28) تابة المعاضلة  فيمكن

     )x(yf)x(y)x(yAxyD **
α
*   

 فسن (1.15)و ح ة التعريف 

        
V*** xyxy)x(y)x(yAxyD  o                            (3.31) 
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  مي المعاضلة, وت(non-linearity condition)بشرط اللاءطية  (3.30)ي مي الشرط 

   )x(y)x(yAxyD *
α
*                              (3.32) 

 لتشوي . وإذا لرفنا ضالة ا (3.28)تقريبا ءطيا لامعاضلة  xz  بالشك 

     xyxyxz *  

 بالشك  (3.29)فيمكن الاضة اياية المعاضلة 

     )x(y)x(zfxzAxzD **
α
*                                             (3.33) 

 وي ءذ شرط اللاءطية الشك 

 
0

z

yzf
lim

V

V**

0z





                                                          (3.34) 

 في ءذ الصي ة (3.33)ةما التقرية الخطي لامعاضلة 

   xzAxzD* 
                                                     

(3.35) 

0zومن الواض  ةن الدالة     (3.33) , (3.35)يمث  حلا شاذا لامعاضلتين . 

 

 : 3.6مبرهنة 

  0δووجييدي    y*م ييتقرة بصييوكة محاذييية لنييد الحيي  الشيياذ   (3.32)إذا  انيي  المعاضليية 

 بحيث

δyy
V*             

V*V* yy
C

K
yf                               (3.36) 

10حيث   K    0وC   ابي  مناسية يعتميد لايي المصييوفة A  (3.28)فيسن المعاضلية 

 . y*م تقرة بصوكة محاذية لند الح  الشاذ 
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 البرهان :

 , (3.33) , (3.35)سيتم برهان  المبرهنة التماضا ًلاي  الصي  المكافئة   

 بالشك  : (3.36)حيث يمكن إلاضة اياية الشرط  

 
VV**V

z
C

K
yzfz                                            (3.37) 

 (3.35)فييسن المعاضليية  y*م ييتقرة بصييوكة محاذييية لنييد الحيي  الشيياذ  (3.32)بمييا ةن المعاضليية 

0zم ييتقرة بصييوكة محاذييية لنييد الحيي  الشيياذ    وهييذا يعنييي ةن الحيي  اعساسييي لامعاضليية ,

 المصيوفية

   xAZxZD* 
 

 بصوكة محاذية . م تقر

 . بحيث ةن 0Cيوجد  (3.14)و التعريف  (3.1)وح ة المبرهنة 

 
 
 

ax,
1

ax
CxZ

M









                                    (3.38) 

 يحقق الصي ة (3.33)وبما ةن ح  المعاضلة 

           
x

a

**
1 dt)t(y)t(zfatxZIazxZxz  

 فسن

     
VMV

azxZxz   

                                         
x

a
V*M

1 dt)t(y)t(zfatxZI   (3.39) 

1K0بما ةن   ,  يوجد لدض احي  موجةN بحيث ةن 

N

1N
K


                                                                                     (3.40) 
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ندلي ب ن الدالة  
V

xz  مقيدة بالعدض 
V

azCN لكax  

1xaلنيرض العكس , يوجد   بحيث 

   
VV

azCNxz 1  

وبميا ةن الداليية  xz   الداليية م ييتمرة فييسن 
V

xz م ييتمرة و بالتييالي تحقييق ءااييية القيميية   2

axالمتوسطة لذا يوجد  2   : بحيث ةن 

   
VV

azCNxz 2                                                                    (3.41) 

 ةي ةن (3.41)تحقق الخااية ةول  يمة  oxلتكن 

   
VV

azCNxz                ,           oxxa                            (3.42) 

 ينت  (3.39)و   (3.38)  والمتبايناي   (3.37)الآن ح ة الشرط 

   
 
 

  





 x

a
V**

1
x

aVVoV
dt)t(y)t(zf

1

tx
CIazCxz)a(zCN

o

  لتكن  

 
CN

δ
az

V
                                                             (3.43) 

 فسن

  δxz
V
0                                                         (3.44) 

  (3.44)والعلا ة  (3.40)والمتباينة  (3.37)وح ة الشرط 

 
 

  dtxz
1

tx
I

C

K
C

N

)a(zCN
)a(zCN

Mo

x

a

1
x

a

V

V

o
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 نلذلإ فس

 
 












2

tx
I

N

1N

N

11
x

a

o

       

 يير موجوضة . ةي ةن oxوهذا تنا ض لذا فسن          إذن

    



VV

xz
CN

az  

0zولبرهان ةن الح  الشاذ     نلاحظ ةنر بصوكة محاذية م تق 

     













 x

a
V

1

VV
dttz

C

K

)1(

)ax(
CIaz

)1(

)ax(
Cxz

   
V

11

V
tzKIIaz

)1(

)ax(
C 







         

   
VV

xzKaz
)1(

)ax(
C 








 

 إذن

   
VV

az
)1(

)ax(
Cxz)K1(








 

 فسن k < 1 نةوبما 

    ax,axCxz 1 


 

  اب  حقيقي موجة , ةي ةن 1Cحيث ةن 

   x,0xz  

0zم ييتقرة بصييوكة محاذييية لنييد الحيي  الشيياذ  (3.33)لييذا فالمعاضليية    ةي ةن المعاضليية ,

 . y*م تقرة بصوكة محاذية لند الح  الشاذ  (3.28)

 (3.32)ن شيييرط السيييتقراكية المحاذيييية لحايييول معاضلييية التقريييية الخطيييي إ :( 1) ةلاحظيييم

 ضروكي حتي لند ا باي ةن الحاول مقيدة .
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فيمكن ضكاسيتها مين ءيلال لند الحاول يير الشاذة  (3.28)ةما استقراكية المعاضلة : ( 2) ملاحظة

 ال ابقة باستخدال اليرضية الآتية :المبرهناي 

آءيير لامعاضليية ني ييها , نعييرف ضاليية حييلا  yو ييان   (3.28)لامعاضليية  حييلا يييير شيياذ y*إذا  ييان 

 التشوي  xz :  بالشك 

     xyxyxz *                                                                            (3.45) 

 ةوالتي تحقق المعاضل

          )x(zfxzxyf)x(yfxzD ***
α
*                                (3.46) 

ومن الواض  ةن الدالة  )x(zf*  تتلاشي لندما  0xz   0, لذا فسنz   يمث  حلا شاذا

 .(3.46)لامعاضلة 

 (3.46)يكون م تقرا إذا وفقط إذا  ان الح  الشياذ لامعاضلية  y* (3.28)وهكذا فسن ح  المعاضلة 

0z .م تقرا 

 تفاضاااااالية غياااااار الخطيااااااة غياااااار المسااااااتقلة ذاتيااااااا  لمعااااااادلات الحلااااااول ا إسااااااتقرارية:ثانيااااااا

(Nonotonomous) : 

 سنتناول المعاضلة من الصي ة 

   )x(y,xfxyDα
*                                                                            (3.47) 

 سنتطرق في البداية إلي  إستقراكية هذه المعاضلة لند الحاول الشاذة .و

 ةي ةن (3.47)حلا شاذا لامعاضلة  y*ليكن 

    0)x(y,xfxyD ** 
 

نعيرف ضالية الييرق  (3.47)آءير لامعاضلية حيلا  yمنيرضة , وليكن  مصيوفة  ابتة يير Aولتكن 

 بالشك  :

     )x(y)x(yA)x(y,xf)x(y,xf **                                        (3.48) 
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 بحيث Aوإذا ةمكن اءتياك المصيوفة 

 
0


V*

V*

yy yy

y,xf
lim

*

                                                                          (3.49) 

 بالصي ة (3.47)فيمكن  تابة المعاضلة 

      xy,xf)x(y)x(yAxyD **
α
*                                            (3.50) 

     
V*** )x(y)x(y)x(y)x(yAxyD   0                   (3.51) 

 بشرط اللاءطية وت مي المعاضلة (3.49)ي مي الشرط 

   )x(y)x(yAxyD ** 
                                                               (3.52) 

 . (3.47)تقريبا ءطيا لامعاضلة 

 وإذا لرفنا ضالة التشوي  xz  بالشك 

     xyxyxz *                                                                            (3.53) 

 بالشك  (3.50)فيمكن الاضة اياية المعاضلة 

     )x(y)x(z,xfxzAxzD *** 
                                             (3.54) 

 الشك  (3.49) ما ي ءذ الشرط 

 
0

0





V

V**

z z

yz,xf
lim                                                                      (3.55) 

 :ةما التقرية الخطي في ءذ الصي ة 

   xzAxzD* 
                                                                               (3.56) 
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 : 3.7مبرهنة 

 بحيث 0δوجدي  y*م تقرة لند الح  الشاذ  (3.52)إذا  ان  المعاضلة 

 
 

 
  V*

α

V*V* yy
α

ax

xM

K
y,xfδyy 








1
              (3.57) 

10حيث   K  و xM مد لاي المصييوفة ضالة موجبة مقيدة تعتA  (3.47)فيسن المعاضلية 

 . y*م تقرة لند الح  الشاذ 

 

 البرهان :

 , (3.56)و (3.54)سيتم برهان  المبرهنة التماضا ًلاي  الصي  المكافئة   

 بالشك  : (3.57)حيث يمكن إلاضة اياية الشرط  


V

z       
 
  VV** z
1

ax

C

K
yz,xf








                      (3.58) 

م ييتقرة لنييد الحيي   (3.56)فييسن المعاضليية  y*م ييتقرة لنييد الحيي  الشيياذ  (3.52)بمييا ةن المعاضليية 

0zالشاذ   وهذا يعني ةن الح  الساسي لامعاضلة المصيوفية 

   xAZxZDα
*   

 مقيد ولنيرض ةن

  ax,CxZ
M

                                 (3.59) 

1Cحيث    اب  حقيقي موجة نعرف الدالة  xM  بالشك 

 
 

M
xZ

xM
1

                                                                         (3.60) 

axلك    بحيث ةن 

  0
M

xZ  
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10وبما ةن   K  فيوجد لدض احي  موجةN بحيث ةن 

N

1N
K


                                               (3.61) 

 ندلي ةن الدالة 
V

xz بالعدض  ة مقيد 
V

azCN لكax  . 

1xaلنيرض العكس , يوجد لدض   بحيث ةن 

   
VV1 azCNxz   

وبميا ةن الداليية   xz   م ييتمرة فييسن الداليية 
V

xz    م ييتمرة و بالتييالي تحقييق ءااييية القيميية

ax2المتوسطة لذلإ يوجد    بحيث ةن 

   
VV2 azCNxz                                                  (3.62) 

 ةي ةن: (3.62)ةول  يمة تحقق الخااية  oxلتكن 

    oVV
xxa,azCNxz                              (3.63) 

 يحقق الصي ة (3.54)بما ةن ح  العاضلة 

         dt)t(y)t(z,tfatxZIazxZxz **

x

a

1  


 

     
VMV

azxZxz   

                             dt)t(y)t(z,tfatxZI
V**M

x

a

1  


 (3.65) 

 فسن  (3.59) , (3.65)والمتباينتين  (3.60)وح ة التعريف 

          dt)t(y)t(z,tfatxMIazCxzazCN
V**

x

a

1

VVoV
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 لتكن  

 
CN

az
V


                                                                          

 فسن

  
Voxz                                                       (3.64) 

 فسن (3.58)والشرط   (3.63) , (3.64)وح ة المتباينتين 

   

 
 

 
 

  dtxz
1

at

atxM

K
atxMI

azCazCN

Vo

x

a

1x

a

VV

o














 

   
 
 









2

ax
IazCN

N

1N
azC

11
x

aVV

o

 

 فسن (3.61)وح ة المتباينة 

  


 1N
N

 

م تقرة لند الح  الشياذ  (3.54)وهذا يعني ةن المعاضلة  يير موجوض . oxلذا فسن , وهذا تنا ض 

0z   م تقرة لند الح  الشاذ  (3.47)وييضي إلي ةن المعاضلة*y . 

 

 : 3.8  مبرهنة

    0دي ووجييي  y*م يييتقرة  بصيييوكة محاذيييية لنيييد الحييي  الشييياذ (3.52)إذا  انييي  المعاضلييية 

 بحيث ةن :

 
V*V*V* yy

C

K
y,xfyy                            (3.66) 
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1K0,0Cحيييث    ابيي  مناسيية يعتمييد لاييي المصيييوفة A  (3.47), فييسن المعاضليية 

 . y*تقرة بصوكة محاذية لند الح  الشاذ م 

 

 البرهان:

, حييث يمكين إلياضة   (3,54) , (3.56)سييتم برهيان  المبرهنية التمياضا ًلايي  الصيي  المكافئية   

 بالشك  : (3.66)اياية الشرط 

 
VV**V

z
C

K
yz,xfz                                (3.67) 

 (3.56)فييسن المعاضليية  y*م ييتقرة بصييوكة محاذييية لنييد الحيي  الشيياذ  (3.32)ليية بمييا ةن المعاض

0zم ييتقرة بصييوكة محاذييية لنييد الحيي  الشيياذ      وهييذا يعنييي ةن الحيي  اعساسييي لامعاضليية

 المصيوفية

   xAZxZD* 
 

0Cيوجد   (3.1)م تقر بصوكة محاذية , وح ة المبرهنة   بحيث ةن 

 
 
 






1

ax
CxZ

M
                                   (3.68) 

1K0وبما ةن    يوجد لدض احي  موجة ,N بحيث 

N

1N
K


                                  (3.69) 

 يحقق الصي ة (3.54)ةن ح  المعاضلة  وبما

            dttytz,tfatxZIazxZxz **

x

a

1  


 

     
VMV

azxZxz   

                               dtty)t(z,tfatxZI
V**M

x

a

1  


(3.70) 
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ندلي ب ن الدالة  
V

xz  مقيدة بالعدض 
V

azCN لكax  

ax1لنيرض العكس , يوجد   بحيث ةن 

   
VV1 azCNxz   

وبمييا ةن الداليية  xz   م ييتمرة فييسن الداليية 
V

xz   م ييتمرة و بالتييالي تحقييق ءااييية القيميية

ax2المتوسطة لذا يوجد    بحيث ةن: 

   
VV2 azCNxz                                                                         (3.71) 

 , فسن (3.69)ةول  يمة تحقق الخااية   oxلتكن 

    oVV
xxaazCNxz                                        (3.72) 

 فسن  (3.68) , (3.70) , (3.74)الآن ح ة العلا اي 

     

dt))x(y)x(z,t(f
)1(

)tx(C
I

azCxZazCN

V**

x

a

1
x

a

VVoV

o













                                                    

 لتكن  

 
CN

az
V


                                                            (3.73) 

 فسن

  
Voxz                                                      (3.74) 

 فسن (3.67)والشرط  (3.74)وح ة العلا ة 

   
 
 

 
V

x

a

1
x

aVV
tz

1

tx
I

C

K
CazCazCN

o








 dt 

 

 



 60 

 الحل إستقرارية                         الثالثالفصل 

 

 فسن  (3.69) , (3.72)وح ة العلا اي 

     
 
 






2

ax
Ixz

N

1N
azCazCN

11
x

a
oVV

o

 

 لذا نحص  لاي








N

1N

N
 

 يير موجوضة , ةي ةن oxلذا  فسن وهذا تنا ض 

    



VV

xz
CN

az  

0zولبرهان ةن الح  الشاذ       نلاحظ ةنم تقر بصوكة محاذية 

     













 x

a
V

1

VV
dttz

C

K

)1(

)ax(
CIaz

)1(

)ax(
Cxz

   
V

11

V
tzKIIaz

)1(

)ax(
C 







         

   
VV

xzKaz
)1(

)ax(
C 








 

                                                            نإذ   
VV

az
)1(

)ax(
Cxz)K1(








 

فسن                                                         k < 1 نةوبما     
 axCxz 1V

 

  اب  حقيقي موجة , ةي ةن  1Cحيث 

   x,0xz  

0zم ييتقرة بصييوكة محاذييية لنييد الحيي  الشيياذ  (3.56)لييذا فالمعاضليية    وهييذا ييييضي إلييي ةن

 y*م تقرة بصوكة محاذية لند الح  الشاذ  (3.47)المعاضلة 
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 الحل إستقرارية                         الثالثالفصل 

 

لند الحاول يير الشاذة فيمكن ضكاسيتها مين ءيلال  (3.47)المعاضلة استقراكية : ةما ( 3)ملاحظة 

 التالية : ةالمبرهناي ال ابقة باستخدال اليرضي

 

, نعييرف ضاليية   y*حييلا مجيياوكا لاحيي   yو ييان  (3.47)حييلا يييير شيياذ لامعاضليية  y*إذا  ييان 

 التشوي  xz  بالشك 

     xyxyxz *                                                                            (3.75) 

 والتي تحقق المعاضلة

     )x(z)x(y,xf)x(y,xfxzD *** 
                                    (3.76) 

من الواض  ةن الدالة  )z,xf*  تتلاشيي لنيدما  0xz  0, ليذا فيسنz   يمثي  حيلا شياذا

 . (3.76)لامعاضلة 

 (3.76)يكون م تقرا إذا وفقط إذا  ان الح  الشياذ لامعاضلية  y* (3.47)وهكذا فسن ح  المعاضلة 

0z  .م تقرا 
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 الفصل الرابع
 

  الإستنتاجات والتوصيات                        
 

 

 البند الأول : الاستنتاجات 
 لقد تواا  هذه الدكاسة إلي الستنتاجاي التالية :

تم الطاء اي  لحاول بعض المعاضلي التياضاية الك رية الخطية ذاي المعاملاي الثابتة  -1

 . (Mittag-leffler)باللتماض لاي ضالة 

تم  الإستياضة من الصي  الناتجية فيي إلطياء ايي  تقريبيية ليبعض المعياضلي التياضياية  -2

 الك رية الخطية ذاي المعاملاي المت يرة .

    (, لييين طرييييق مقاكنتهيييا ب ييياوك ضالييية 1تمييي  ضكاسييية سييياوك الصيييي  الناتجييية فيييي ) -3

(Mittag-leffer) . 

الخطييية ذاي المعيياملاي ضكاسيية اسييتقراكية بعييض المعيياضلي التياضيياية الك ييرية  تميي  -4

المت يرة ومعاضلي يير ءطيية لين طرييق تقريبهيا  إليي معياضلي ءطيية ذاي معياملاي 

 ( .  3 ابتة ومقاكنة ساو ها مل ال اوك النات  في )

 
 البند الثاني: التوصيات

 
 من الممكن الستمراك في مطماك هذه الدكاسة من ءلال المواضيل التالية :

 ةلداض معقدة . ,لندما  Mittag-lefferضكاسة ساوك ضالة  -1

 ضكاسة اي  حاول المعاضلي التياضاية الخطية المتجان ة ذاي المعاملاي المت يرة . -2

تطييوير طييرق ةءيير  لدكاسيية اسييتقراكية المعيياضلي التياضيياية يييير الخطييية  ييالطرق  -3

 الك ري التجاهي .المباشرة )باستخدال ضالة ليبنوف( بالإلتماض لاي التياض  

 ضكاسةالمي راي التياضاية الك رية التجاهية ونظم المعاضلي الناتجة لنها. -4

الناتجيية ليين نظييم المعيياضلي التياضيياية  الييداكاي ال ائيييةو ضكاسيية ةنييواع النقيياط الشيياذة , -5

 الك رية. 

 ضكاسة الحاول الدوكية تقريبا لامعاضلي التياضاية الك رية مل تذبذبها . -6
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Abstract 
 

 

 
 

          In this thesis , we study some forms of the solution for 

linear homogeneous and non-homogeneous fractional 

differential equations with constant coefficients, also we give 

a form for the solution of the system of linear fractional 

differential equations with constant coefficients. 

          Furthermore this thesis study the behavior of the 

solutions of linear fractional differential equations with 

constant coefficients according to the forms which we 

conclude , and consider also the stability of certain types of 

linear fractional differential equations with variable 

coefficients as well as the non-linear fractional differential 

equations after approximate them to a linear fractional 

differential equations with constant coefficients. 



 

 

Studying of the forms and stability of 

the solutions for certain fractional 

differential equations 

 

 

 

A thesis presented by 

Suhaib Talal Al-Ramadani 
 

 

to 
 

The College of Education, University of Mosul 

As partial Fulfillment of the requirements for the Master 

Degree of science in 

 

Mathematics 
 

 

Supervised by 

(Assist.prof.) 

 

Dr.Joseph G. Abdul-Ahhed 
 
 

2006 A                                                                    1427 H                                                                     


